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注意これは講義ノートではありません。計算の要点を抜粋しただけのものです。 

５-A ゾンマーフェルトの公式（有限温度におけるフェルミ粒子の物理量の平均値） 

一般に平均値は、 ( ) ( ) ( ) ( )∫∑
∞+

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛≡

=×=
0

s
ss ε

ε

εεε d

g

DAffAA
43421
とおく

状態

 なので、 
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1) 部分積分する ( ) ( ) ( ) ( )∫
∞+∞+ ′−=

00
εεεεε dGfGf  但し、 ( ) ( )∫≡

ε
εεε

0
gdG とおく。 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
∞+
′−−∞∞=

0
00

00 εεε dGfGfGfI
321321

 

2) ( )εf ′  は ( )Tµε ≈  の付近でのみ有限の値で、離れると殆どゼロであることに気付く。 
よって、 ( )Tµε ≈ の付近のみを考えればよい。 
∴ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) L+′′−+′−+= µµεµµεµε GGGG 2

2
1 と ( )Tµε ≈ の周りで Taylor展開。 

3) 積分範囲を ∞+∞− ~ に広げてしまう。 
∵ ( )εf ′  は 0~∞−=ε の範囲では殆どゼロなので広げても影響がない。 
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4) Gは引数がµのみでε が入っていないので積分の外に出る。 
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5) 積分変数を ( ) x≡− µεβ と変換する 

( )( ) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
=−′−= ∫∫

∞+

∞− +−

∞+

∞− ββ
βεµεε xdx

ee
dfJ

xx

2
2

112
1

2
1  

  ( )( )∫
∞+

∞− +− ++
=

112
1 2

2 xx ee
xdx

β

( )
定数×=

2

2
BTk

 ⇒ ( )Tµ が消えてくれた 
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まず求めておいて、k2の項 K2を拾い出せば K2が得られる 

 ここで、 ∫∫ =
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zddx   但し、Cは、上半平面を廻る半円の経路 

よって留数定理より、
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５-C 留数定理を使って定積分 Kを求める 
分母＝０と置くと、 1−=± ze より、 ( ) πinz 12 +±=  
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 ⇒ 分母の二つのかっこの中が同時にゼロになるので二次の留数。 
N次の留数の求め方は、 ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )1
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であり、 δ+→ nzz を代入すれば、 ( ) ( )δδδ ±−→⋅−→ ±+± 11 ee nz  に注意して、 
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Cの積分経路内に入っている留数は、 ∞zz ~1 なのでこれらの和をとると、 
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等比級数の和を計算して、 ( ) π
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５-D 2k の係数を拾う  
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◎最終結果：物理量の平均値は、 
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５-E 粒子数と化学ポテンシャル（適用例） 
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2 DdG である。定義より、 DG ′=′′ 2 及び ( ) NG =Fε  
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ここで、化学ポテンシャルの温度によるずれを ( ) ( ) {
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低温では µ∆ は非常に小さいので、テイラー展開して代入して、 
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ここで、 0≠A （ µ∆ が Tの項を含む）と仮定すると L+=∆ 2BTµ となり矛盾。 

 よって A = 0 となり、 ( ) ( ) 22
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πµ  ：温度が上がると化学ポテンシャルは減少して行く。 

三次元自由電子の場合


