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注意これは講義ノートではありません。計算のややこしいところだけをメモしたものです。 
  
１-A ミクロカノニカル集合を使った例「N個の S =1/2スピン」  
・磁場ゼロの場合：一つのスピンの状態は↑↓の二通りなので全状態数は 2N 
  2log2log BB NkkS N ==∴  ─ 温度に拠らない定数 ⇔熱力学第三法則 S(T=0)=0 
・磁場 Bがある場合： ↑の個数＝n+   ↓の個数＝n− とする（∴ −+ += nnN ） 
 エネルギー ( )−+ −⋅≡ nnBE Bµ ( ) ΒNn B2 µ−−= +  
 ある Eでの状態数は、 ( ) !!! ++ −= nNnNCMN 個であるから、エントロピーは、 
 ( ) ( )( )!log!log!loglog BB −+ −−−==

+
nNnNkCkS nN となり、Stirlingの公式を使えば、 

   ( ) ( )( )++++ −−−−≈ nNnNnnNNk logloglogB  と近似され、 
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 と、Eと Tの関係式が得られる。 
 
１-B  Stirlingの公式 
非常に大雑把には、 ( ) NNNNNNNN =≈−= LL11! という近似で、 NNN log~!log  
◇もう少し正確な式の導出──Γ関数を下のように定義するとΓ関数≡階乗とわかる。 
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よって、 ( ) ∫
∞ +−=+Γ
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log1 dteM tMt  を計算すればよい。 

 ここで積分下限 0： 0~~0log0 −∞+ ee M ,  積分上限∞： 0~~log −∞∞+−∞ ee M  
 効くのは「途中のみ」⇒ tMt log+− は Mt = で極大 
⇒ この極大の周りで ( ) tMttf log+−= をテイラー展開して 2次まで取ると、 
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となるので、これを指数関数の肩に乗せると、 (定数)＋(ガウス積分)になるので、 

∴ ( ) ( )( ) MetdMMzeM MMMMMM π22exp1 log
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よって、 ( )1log +Γ M ( )MOMMM loglog ++−≈   
 
１-C ミクロカノニカルのエントロピー WkS logB= の一般化 
一般化された式：S ∑−=

i
ii PPk logB   但し、Piは各状態の起こる確率 

◇導出    出発点：ミクロカノニカルでは 1−= WPi ＝定数「等重率の原理」 
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i PkPWkPWkS 1logloglog1 BBB ⋅=⋅=⋅= ∑∑ ∑−=
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ii PPk logB  ;Shannon entropy 

１-D カノニカル集合 
温度 Tの熱浴と接した集団、色々なエネルギーを持つ状態が確率 iP iEe β−∝ で混じっている 

◇ iP iEe β−∝ の導出 ─ エントロピーを最大にする分布{ }iP を探す 

∴ S ∑−=
i

ii PPk logB  の極値を、束縛条件 ∑=
i

ii PEE  及び ∑=
i

iP1  のもとで探す 

  ─→ 「ラグランジュの未定乗数法」を使えばよい 
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 の極値を束縛条件無しで探せばよいだけ。簡単にλE、λ0、各 Piで偏微分して、 
( ) ( ) ( ) 011log 0B =−⋅+−⋅++−=∂∂ λλ iEii EPkPf   

( ) 1log B0 −−−−=∴ kEP iEi λλ CkEiE +−= Bλ   ；但し、 ( )1B0 −−≡ kC λ  

ここで CeA ≡ 、 TE 1≡λ と書けば TkE
i

iAeP B−=   を得る。 
 
１-E カノニカル集合の分配関数と熱力学  
分配関数の定義─

( )
∑ −=
全ての状態i

EieZ β  ⇒ ZTkF logB−=  ⇒ 熱力学 

◇統計力学と熱力学を結ぶ重要な公式 ZTkF logB−= の導出（右辺の括弧の中を比較しよう） 
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１-F カノニカル分配関数の中身── ∑ −=

i
EieZ β の中身を具体的に調べてみる 

0=T の極限：  ∞~β → ∑ −=
i

EieZ β のうち、もっとも小さな 0E のみが効く 

 ⇔ 少しでも大きな Eを持つ他の状態の寄与は、限りなく小さい 
 ∴ 0EeZ β−≅ より、 ( ) 00BB log EETkZTkF =−⋅−=−= β  ⇒すべての粒子は基底状態 
 ∴ 00 =∂∂−=∂∂−= TETFS   ⇒すべての粒子は基底状態であるから、状態数=1 

∞=T の極限： 0~β → ∑ −=
i

EieZ β M
i

== ∑1   但しMは Eが取り得る値の数 

 ∴ MTkF logB−= , MkTFS logB=∂∂−=   ⇒どの Eの状態も等しくとり得る 
 
１-G グランドカノニカル集合：温度 Tの熱浴、化学ポテンシャルµ の粒子溜と接した集団 
エネルギー iE  ，粒子数 iN  を持つ状態 iの実現確率は iP ( )ii NEe µβ −−∝    

 但し、 1=∑
i

iP  , EPE
i

ii =∑  , NPN
i

ii =∑  

◇ iP ( )ii NEe µβ −−∝  の導出──ラグランジュの未定乗数法を使う 

∑−=
i

iPPkS logiB を 1=∑
i

iP  , EPE
i

ii =∑  , NPN
i

ii =∑ の元で最大にすればよい 
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iNEi PNNPEEPSPf λλλλλλ 1,,, 00  を偏微分すると、 

( ) ( ) ( ) ( ) 011log E0B =−+−+−⋅++−=∂∂ iNiii NEPkPf λλλ より、

( )( )1exp B0 −++−=∴ kNEP iNiEi λλλ  となる。 

ここで、 TE 1=λ  及び TN µλ −=  と置けば、 ( ) TkNE
i

iieP Bµ−−∝  を得る。 
 
１-H 大分配関数と熱力学 ── Ξ= logBTkPV  
◇導出 ( )

G
B ZeP TkNE

i
ii µ−−= をエントロピーの一般表式 ∑−=

i ii PPkS logB の、対数の中の Pi

に代入すると、平均値の計算（∑
i

ii EP 等）が出てきて、S ( ) GB log ZkTNE −−= µ となる。 

これを熱力学の式 PVTSEPVFGN +−=+==µ  に代入すればよい。 
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