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前回─非調和振動 

非線形項 ⇒ 重ね合わせの原理が不成立、和と差の周波数（高調波）が出る 

９ ハミルトニアン 

９-１オイラー・ラグランジュ方程式は確かに便利 

オイラーラグランジュ方程式＝座標系のとりかたによらず不変な形 

 ∵─最小作用の原理だけから導いたから 

例） デカルト座標： 0=
∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

x
L

x
L

dt
d

&
, 0=

∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

y
L

y
L

dt
d

&
 

 変数変換
⎩
⎨
⎧

=
=

θ
θ

sin
cos

ry
rx

⎯→⎯ θ,r についても同じ形の方程式 

     0=
∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

r
L

r
L

dt
d

&
, 0=

∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

θθ
LL

dt
d

&  

 ⇔ ニュートンの運動方程式ではそうは行かない。 

 ・ amf rr
= はデカルト座標の時だけ。極座標にした途端に複雑化 

９-２ なぜオイラーラグランジュ方程式が変数変換で不変か 

もともとの原理─ 「作用積分が極値をとるような関数 L が存在するはず」 

 S の極値の値は座標の取り方によらない 

 

 

 いかに「うまい」座標変換を行うか、が問題を解く鍵。 

異なる座標系では、極値を与える変数 
の値はもちろん異なる。 
しかし極値そのものの値と、 
図示したときの場所は同じ! 

y′  

x′  

y

x

S  
L が簡単に 
なるように 
座標変換しよう 
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９-３ ラグランジアンの問題点 

*二階微分方程式は解きにくい。⇐ 一階は変数分離で解ける場合が多い 

*二変数 qq &, について式の形が対称的でない 0=
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

q
L

q
L

dt
d

&
 

*座標と運動量を混ぜる変換が許されない 

座標変換を拡張して、 px + あるいは qq &+ なんかを新しい変数してみましょう。 

実はこれをやってしまうと、さすがのオイラー・ラグランジュ方程式でもそのまま成り立つ、

というわけには行かなくなります。しかし、こういう変数変換（Canonical 変換と言います）

を使ってはじめて解ける、という問題は山ほどあります。こちらは次回以降にやります。

実は、超伝導や強磁性も、この正準変換を駆使して理論的な解明が行われました。 

９-４ Legendre 変換─ L とは変数が違う新しい関数の導入 

( )qqL &, … qq &, が独立変数。 

一般化運動量
q
Lp
&∂

∂
≡ （L が q に対して一定なら、p は保存） 

Goal q&の代わりに p を独立変数に持つ関数 ( )pqH , を導入し、 

この H が満たす運動方程式を探してみよう。 

 注) デカルト座標での運動量 υmp =  ⇒ υ も p も同じことではないか？ 

 答えはノー!! 二次元極座標では、すでに ( )222

2
θ&& rrmL += より、 

 rm
r
Lpr &
&

=
∂
∂

=  及び θ
θθ

&
&

2mrLp =
∂
∂

=  と自明ではない形。 
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９-５  座標から運動量への変数変換 

HL → への変換では p
q
L

=
∂
∂
&

を新しい変数にします。ただそれだけなら、単に代入す

れば良いだけです。しかし、それだけではもったいないので、 

LH → の逆変換もすぐに出来るよう、 q
p
H

&=
∂
∂

 となるように H を定義するのです。 

そんな上手い変換があるのでしょうか？ 

９-６ ルジャンドル変換の一般論〔数学です、ごめんなさい〕 

( )yxf , に対して、 ( )yx
x
fX ,

∂
∂

= を新しい変数にしたものを ( )yXF , としますが、 

その際、 ( ) xyX
X
F

=
∂
∂ , となるようにして置こうというわけです。 

これには便法があって、 

  ( ) ( )yxfXxyXF ,, −=  と置けばよい  

のです。もちろん、 x は、
x
fX

∂
∂

= を使って消去して、全部 X にしてしまいます。 

こんな F の定義で果たして ( ) xyX
X
F

=
∂
∂ , になっているのでしょうか？ 

〔証明〕 F の全微分は、 dfXdxxdXdF −+= です。 

 f の全微分は、 dy
y
fdx

x
fdf

∂
∂

+
∂
∂

= dy
y
fXdx

∂
∂

+= を代入すると、 

代入すると、 dy
y
fxdXdF

∂
∂

−= ですから、確かに、独立変数は yX , になっていますし、 

偏微分も確かに x
X
F

=
∂
∂  

と元の変数になります。 

 

ルジャンドル変換 

( ) ( )

( ) ( )fXxyXF
x
fX

x
X
FXxFyxf

−±=→
∂
∂

=

↑↓

±=
∂
∂

←−=

,

, m
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９-７ ルジャンドル変換の符号 

実は、 ( ) ( ) XxyxfyXF −= ,, と置いても変換できます。 

XdxxdXdfdF −−= に、 dy
y
fXdxdy

y
fdx

x
fdf

∂
∂

+=
∂
∂

+
∂
∂

= を代入すれば、 

xdXdy
y
fXdxxdXdy

y
fXdxdF −

∂
∂

=−−
∂
∂

+= となって、 yX , が独立変数なのは 

同じですが偏微分が x
X
F

−=
∂
∂

と符号が逆になります。 

９-８ ハミルトニアン 

つまり、 ( )qqLqpH && ,−= と置けば良いことになります。変数が多い場合は、 

( )L&&LL&& ,,,,, 21212211 qqqqLqpqpH −++=  

とするだけです。すると、 

 dLqpddpqdH −+= &&  

に、 ( ) qdpdq
q
Lqd

q
Ldq

q
LqqdL &&

&
& +

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=, を代入すれば、 

 dq
q
Ldpqqpddq

q
LqpddpqdH

∂
∂

−=−
∂
∂

−+= &&&&  

となって、確かに qp, が独立変数になっています。 

さらに、偏微分は q
p
H

&=
∂
∂

と元の変数を与えますから、逆変換は、これを使って、 

( )qpHqpL ,−= & の中の p を消去して全て q&に書き換えれば ( )qqL &, が得られます。 

 

 

逆変換 

( ) ( )

( ) LqpqpH
q
Lp

q
p
HqpHqpqqL

−=→
∂
∂

=

↑↓

=
∂
∂

←−=

&
&

&&&

,

,,
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９-９ 熱力学の例 

これは今ちょうど別の講義で習っているはずです。 

ある関数 ( )VSU , に対して、 ( )VS
S
UT ,

∂
∂

≡ 、 ( )VS
V
UP ,

∂
∂

≡−  とする。 

 U の全微分 PdVTdSdV
V
UdS

S
UdU −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=  

この ( )VSU , について、ルジャンドル変換を行います。 

まず、変数を S から ( )VS
S
UT ,

∂
∂

≡ にします。同時に、 

TSUS
S
UUF −=⋅

∂
∂

−= という新しい量を定義すると、これは、 

 ( ) SdTPdVTdSSdTPdVTdSdF −−=−−−=  

となって、変数は確かにV とT となっています。一方、F の全微分は、 

 dF dT
T
FdV

V
F

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

≡  

ですから、両者を比較して、 S
T
F

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

も成り立っています。 

９-１０ 変数を変える 

但し、念のために繰り返しておくと、単に TSUF −= と置いただけではダメです。 

∵右辺は「 ( )VSU , と T の三変数になってしまう」からです。どうすれば良いかというと、 

TSU − に対し、
( )
S

VSUT
∂

∂
=

,
の逆変換 ( )VTSS ,= を代入して S を消去し、 

変数をV とT に直したものが正しき ( )TVFF ,= であるということになります。 

同様にハミルトニアンも、 ( )qqLqpH && ,−= と置いただけではダメで、 
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一般化運動量の定義式
q
Lp
&∂

∂
= を使って pq →& と書き換えなければいけません。 

注意） 

ここで、「なんだ、υ と p なんか υmp = だから置き換えなんか簡単だ」と思うかも知れま

せんが、簡単なのはデカルト座標に限ります。極座標では既に、 θ
θθ

&
&

2mrLp =
∂
∂

= とな

って、 q と q&が混じった式になってしまっています。 

９-１１ ラッキーセブンと Legendre 変換 

以上のような変数の変換を Legendre 変換といいます

( )
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨

⎧

+−=
+=
−=

PVTSUTPG
PVUPSH
TSUTVF

,
,
,

 

これを“luckySEVen” の公式と言いますが、全てルジャンドル変換です。  

 
( )

( )TGP
FH
VES

 ・括弧付の変数で微分すると符号反転、例： S
T
G

−=
∂
∂  

 覚え方：ラッキーSEVen、順番 EFGH、S  T、V  P 

９-１２ ハミルトニアンの満たす運動方程式 

次に L はオイラーラグランジュ方程式を満たしているのですから、それを変換した

( )pqHH ,= が満たす方程式を求めましょう。 

それにはとりあえず、 H の全微分をとってみます。すると、 

  dp
p
Hdq

q
HdH ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=  となります。 

一方、 H を導入したときの定義からは、 
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 ( )( )qqLqpddH && ,−= qd
q
Ldq

q
Lqpddpq

p

&

321
&

&&

一般化運動量

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−+=  ですが、 

2 項目と 4 項目は打ち消し合って消えてしまいます。よって、 

 dpqdq
q
LdH &+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=  となります。 

 注意）厳密には右辺は q と p の関数ですから、 

 消えてしまう 2 項目と 4 項目も ( ) dp
p
qdq

q
qpqqdqd ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

==
&&

&& ,   

 としておかねばならないのですが、所詮消えるので気にしません。 

さて、両者の変数 p と q の微分の係数を比較すると、重要な関係式、 

 dq の係数： 
dt
dp

q
L

dt
d

q
L

q
H

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=
∂
∂

−=
∂
∂

444 3444 21

876

&

eq. L-E

一般化運動量

 

 dp の係数： 
dt
dqq

p
H

==
∂
∂

&   が得られ、 

結局、対称性が非常に良い方程式 

  ( )
dt
dpqp

q
H

−=
∂
∂ ,  

 ( )
dt
dqqp

p
H

=
∂
∂ ,  

が得られます。これを正準方程式(canonical equation)と言い、オイラーラグランジュの

方程式と等価な運動方程式です 

 ＊一式目の負符号は、力 Uf −∇= を思い出せば暗記できます。 

なお、canonical は「ものさし」とか「標準的な」という意味ですが、 

統計物理の正準分布と直接は関係ないです。 
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 注意）二つ目の式の右辺は、堂々と
dt
dq

です。 

 しかしこれは独立変数 q&ではなく q の時間微分です。変数はあくまで q です。 

９-１３ 多変数の場合 

( )LL ,,,,, 2121 ppqqH のように変数がたくさんあるときは、 

∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
i

i
i

i
i

dp
p
Hdq

q
HdH  及び、 

( )
44444 344444 21

L&&L&

H

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −= ∑ 2121 ,,, qqqqLqpddH
i

ii ∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−+=
i

i
i

i
i

iiii qd
q
Ldq

q
Lqdpdpq &

&
&&  

  ∑ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=
i

iii
i

dpqdq
q
L

&  と な っ て 、 そ れ ぞ れ の 微 分 の 係 数 を 比 較 す る と 、

ii q
L

q
H

∂
∂

−=
∂
∂

dt
dp

q
L

dt
d i

i

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=
&

  と、
dt

dq
p
H i

i

=
∂
∂  が求める式(2N 個)になります。 

９-１４ ハミルトニアンの意味 

ハミルトニアンの意味を明らかにするために、H を時間微分してみますと、 

0=+−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

= pqqp
dt
dp

p
H

dt
dq

q
H

dt
dH

&&&& となり、確かにゼロになり、保存量であること

がわかります。ただしこれはもちろん、H があらわに時間を含んでいない場合の話です

(外力とか、質量が時間変化するとか、etc.)。 

ラグランジアンの所(第二回)で時間の一様性から、 Lq
q
L

−
∂
∂

&
&

がエネルギーという保存

量になることをやりました。ハミルトニアンの中身はこの表式と全く同じですから、確か
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にエネルギーであることがわかります。 

しかし、ハミルトニアンを書く場合には、あくまで変数を p と q にしておかねばなりませ

ん（υで書いた H は試験では不正解になります）。 

 ∵）正準方程式で偏微分するときに違ってくるからです。 

それでは、具体例を示して慣れることにしましょう。 

９-１５ 自由な質点 

2

2xmL
&

= ですから、直ちに
22

22
2 xmxmxmLxpH

&&
&& =−=−=  

ですが、定義 ( ) ( )qqLqpqpH && ,, −= 、
q
Lp
&∂

∂
= に忠実に従って変数変換すると、 

xm
x
Lp &
&

=
∂
∂

= ですから、
m

pxmxmxxmH
222

222

==−=
&&

&& となります。 

正準方程式は、 mpHq p ==& と 0=−= qHp& です。 

これは運動量の定義と、ニュートンの運動方程式そのものです。 

 （正準方程式は大抵、そういう形になります） 

９-１６ 調和振動子 

22

22
0

2 xmxmL
ω

−=
&

より、
22

22
0

2 xm
m

pLxpH
ω

+=−= &  

正準方程式は、 mpq =& と、 xmHp x
2
0ω−=−=& となります。 

９-１７ 3 次元の中心力 
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これは少し自明でないです。 ( )rVxmL −= 2

2
1 &r より、 

( )rVxmLxmLx
x
LLqpH +=−=−

∂
∂

=−= 22

2
1 &r&r&r

&r
&rr  

球面座標では、 

ϕ= cossinθrx 、 ϕϕ−ϕ+ϕ= sinsincoscoscossin θθθθ &&&& rrrx 及び zzyy && ,,, から、 

( ) ( )rVrrrmL −ϕ++= θθ 222222 sin
2
1

&&& ですから、 

 rm
r
Lpr &
&

=
∂
∂

=  

 θ
θθ

&
&

2mrLp =
∂
∂

=  

 θ22 sinϕ=
ϕ∂

∂
=ϕ &

&
mrLp  となります。よって、 

( )rV
r

p
r
p

p
m

LpprpH rr +⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++=−ϕ++= ϕ

ϕ θ
θ θ

θ 22

2

2

2
2

sin2
1

&&&  

正準方程式は式が 6 個出てきて、 

m
p

p
Hr r

r

=
∂
∂

=& ,  ( )rV
mr
pp

r
Hpr ′−

+
=

∂
∂

−= ϕ
3

222 sin θθ&  

2mr
p

p
H θ

θ

θ =
∂
∂

=& ,  
θ

θ
θθ 32

2

sin
cos

mr
pHp ϕ=

∂
∂

−=&  

θ22 sinmr
p

p
H ϕ

ϕ

=
∂
∂

=ϕ& , 0=
ϕ∂

∂
−=ϕ

Hp&  

となり、最後の式には、z 軸の周りの角運動量の保存則が自動的に出ています。 

９-１８ ハミルトニアンからラグランジアンへの逆変換 
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H の定義から明らかで、 ∑ −= HqpL ii & ですが、もちろん ( )qqLL &,= と、速度の関数

にしておく必要があります。この場合、最初に与えられたのがハミルトニアン

( )pqHH ,= だったのですから、速度 q&が何であるかわからないはずです。よって、正

準方程式から、
p
Hq

∂
∂

=& を求めてやって変換することになります。 

９-１９ 摩擦 

 【復習】外力─仮想ポテンシャル )(),( tfxtxU f

rrr
⋅−= を L に加える 

  すると、E-L 方程式で、外力 fU
r

−=∇ が現れる。 

振動のところでやったように、外力や摩擦力を含んだ E-L 方程式は、 

 000 =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂

∂
摩擦f

x
L

dt
d

x
L

&
 

でした。ここで xf &α−=摩擦 とすれば摩擦を導入できたことになったのですが、それでは

摩擦は L に組み込めないのでしょうか。試しに、 

( ) ( ) ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−== xUxmtgLtgL

2

2

0
&

 

とおいて代入してみると、 ( ) ( ) 0=⋅+⋅−′− xmgxmgxUg &&&&  

( ) 0=−−′−∴ xm
g
gxmxU &
&

&&  

( )
321

&
&

43421
&&

摩擦力による力
ポテンシャル

xm
g
gxUxm −′−=∴  

よって、
( )

( ) xm
tg
tg

&
′−

を xf &α−=摩擦 に一致させます。 
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α=
′

∴ m
g
g

となって、解はあきらかに mtCeg α= です。 

以上より、 ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= xUxmeL mt

2

2&α  

これをハミルトニアンに変換してみよう。 

 Lq
q
LH −

∂
∂

= &
& ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−⋅= UxmeUxmxxme mtmt

22

22 &&
&& αα  

ですが、ハミルトニアンはエネルギーであることを思い出すと、摩擦があるのにどんど

ん増えて行ってしまいそうです。なぜでしょうか。実は、ここまででは不完全な H で、変

数を運動量に直さなければなりません 

ここが肝心で、 =
∂
∂

=
q
Lp
&

xme mt &α  が運動量なのです。これは自明でないですね。 

これを代入すれば、
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−

U
m

pemeH
mt

mt
2

2

α
α ( )xUe

m
pe mtmt αα += −

2

2

 

正準方程式は、
m
pe

p
H

dt
dx mtα−=

∂
∂

= 、及び、 ( )xUe
q
H

dt
dp mt ′−=

∂
∂

−= α  

ですが、後者は、運動量の定義から、 ( )xmxe
dt
dp mt &&& += αα ですから、確かに摩擦がある

場合のニュートンの運動方程式に一致します。 

９-２０ハミルトニアンを求めるのが目的？ 

ハミルトニアンそのものを求めるだけで四苦八苦しているなんて、、、と思った人もいる

ことでしょうが、最先端の多くの研究では、ハミルトニアンの形を求めるのが目標です。

解くのはコンピュータや摂動法など、いろいろな方法が整備されているのです。 
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９-２１〔おまけ〕正準方程式の数値積分 

余談になりますが、正準方程式は 1 階の微分方程式ですから、ニュートンやラグランジ

ュの運動方程式に比べて数値計算もしやすそうです。実際、調和振動子について微

小時間経過後の変数の値を見てみると、 

( ) ( ) ( ) ttqtqttq δδ &+=+ ( ) ( ) ( )( ) ttptqHtq p δ,+= ( ) t
m
ptq δ+=  

( ) ( ) ( ) ttptpttp δδ &+=+ ( ) ( ) ( )( ) ttptqHtp q δ,−= ( ) tqmtp δω 2−=  

となります。つまり、 

( )0q    ( )0p  ；初期値として数値を与える。 

( ) ( ) tHqtq p δδ ⋅+= 0  ( ) ( ) tHptp q δδ ⋅−= 0 ；前の値を元に、次の値を計算。 

( ) ( ) tHtqtq p δδδ ⋅+=2  ( ) ( ) tHtptp q δδδ ⋅−=2 ； pH や qH も前の値で計算。 

 ：   ： 

エネルギーの増加：一見よさそうですが、 

( ) ( ) ( )ttqm
m

ttpttH δωδδ ++
+

=+ 22
2

2
1

2
を計算してみると、 

( ) ( )
2

2222

2
1

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++= t

m
pmtqm

m
tH δωδω ( ) ( ) ( )( ) ( )tHttHttH 222 1 ωδδω +=+=  

で、どんどんエネルギーが増えて行ってしまいます。 tδ を小さくすれば、確かにずれ 

小さくなりますが、二乗ですから、「確実」に増えていくことは避けられません。そこで、 

( ) ( ) ( ) tttqtqttq δδδ 2++=+ & ( ) ( ) ( )( ) tttqtqtq δδ+++= &&
2
1  

と、微分の補間位置を少しずらしてやります(ファインマン)。すると、 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ } tttpttqHtptqHtqttq pp δδδδ ++++=+ ,,
2
1  

となり、これから求めようとする未来の値まで入って来てしまいますから、 

 ( ) ( )( )ttpttqH p δδ ++ , の方は悪い近似で我慢して貰うと、 

( ) ( ) ( ) ( )( )ttptpttqtqH p δδ && ++≈ , と、現在の値だけで表せます。 

これを使うと 2tδ の精度で、ハミルトニアンは一定になってくれます。 

すなわち、 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ttppqHtqpqHpqHpqHtqttq pppqpp δδδδ && ,,,,
2
1

++++=+  

( ) ( ) ( ) ( ) 22 ,
2
1,,

2
1 tHpqHtpqHpqHtHtq qppppqp δδδ −++=  

( ) ( ) ( ) ( ) 2222 2 tqHHqHHHtHtqtqttq qppppqpp δδδ −+++≈+∴  

= 222
2

2
2 102 tqm

mm
pt

m
pqq δωδ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+++ 222

2

2
2 2 tq

m
pt

m
qpq δωδ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++=  

一方、 

( ) ( ) ( ) ( )( ) tttptptpttp δδδ +++=+ &&
2
1 ( ) ( ) ( )( ) ttpptqqHpqHtp qq δδδ && +++−= ,,

2
1  

( ) 22

2
1

2
1 tpHtqHtHtp qpqqq δδδ && −−−=  

( ) ( ) ( ) 2222 2 tpHHpHHHtpHtpttp qqppqqqq δδδ +−+−≈+∴  

2224222 02 tp
m
pmqmtqpmp δωωδω ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+−=  

( ) 22224222 2 tpqmtpqmp δωωδω −+−=  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−= 22

22
2

22
2

2
22

2
2

2

2222
qm

m
ptqpqmt

m
pqmtpq

m
p ωωδωωδωωδω  

( ) 200 tttH δδ ⋅+⋅+=  

 q(t) 

q(t+δ t) 
( )tq&

( )2ttq δ+&
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９-２２〔おまけ〕循環座標 

ハミルトニアンに「ある座標」が含まれていないと、「ある座標」に対応した一般化運動

量が保存します(ラグランジアンでもまったく同様です。2 回目の講義でやりました)。こ

の、含まれていない座標のことを「循環座標」と云います。H は循環座標をずらしても不

変というところから何かが保存しそうだということは直観にも一致します。できるだけ循

環座標が多くなるように座標系を選んだり変数変換するのが問題を解く道筋です。図

式としては、系の対称性 ⇒ 循環座標 ⇒ 保存量  ということです。 

９-２３ 全角運動量 

( )rV
mr
pp

r
Hpr ′−

+
=

∂
∂

−= ϕ
3

222 sin θθ& の第一項の分子は保存して、実はこれは 

全角運動量 222
zyx lll ++= です。 

( ) 0sin222 =+ θϕθ pp
dt
d

を示せば良いので簡単です。 

 =−+ θθθθ ϕφφθθ
322 sincossin &&& ppppp

θ
θθ

θ
θ

ϕ
ϕ

θ 3
2

32

2

sin
cos0

sin
cos &

p
mr

p
p −+  

 θθ &−∝ 2mr
p  

は、 θ
θθ

&
&

2mrLp =
∂
∂

= より確かにゼロです。  

これが保存すると、動径方向の運動の意味がわかります。 
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( ) ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=′−= rV

mr
L

dr
drV

mr
Lpr 2

2

3

2

& ( )rU
dr
d

eff−= ですから、一次元運動(回転面を

横から見る)だと思うと、仮想ポテンシャル effU の極小点付近での振動です。 

９-２４ 〔おまけ〕座標変換によるラグランジュ方程式の不変性 

それでは座標変換をした場合にラグランジュ方程式は確かに不変になることを数学的

に証明しておきましょう。 ),( 11 nn qqqqLL &L&L= というラグランジアンとラグランジュ方程

式 0=
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

ii q
L

q
L

dt
d

&
 に対し、 

( )

( )⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

nnn

n

qqQQ

qqQQ

L

M

L

1

111

という座標変換を行っても、運動方程式は全く同じ形で、 

0=
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

ii Q
L

Q
L

dt
d

&
 となる、ということを示すわけです。 

この証明は少し注意が必要で、微分変数の変換は、 

まず、
ji

j

i qQ
q

Q ∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

は明らかです。しかし、 ∑ ∂
∂

=
j

j
j

i
i q

q
QQ && の右辺には、 iQ に含まれ

る iq と、そのままの iq& が存在することから、 ( )NNii qqqqQQ &&&& ~,~ 11= となっていることに

注意して、
ji

j

ji

j

i qQ
q

qQ
q

Q &&

&

&& ∂
∂

∂

∂
+

∂
∂

∂

∂
=

∂
∂  

となるので、これらをラグランジュ方程式に代入すれば、 
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0=
∂
∂

∂

∂
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂

∂
+

∂
∂

∂

∂

ji

j

ji

j

ji

j

q
L

Q
q

q
L

Q
q

q
L

Q
q

dt
d

&&

&

&  となります。時間微分を実行すれば、 

0=
∂
∂

∂

∂
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂

∂
+

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂

∂
+

∂
∂

∂

∂

ji

j

ji

j

ji

j

ji

j

ji

j

q
L

Q
q

q
L

dt
d

Q
q

q
L

Q
q

dt
d

q
L

dt
d

Q
q

q
L

Q
q

&&

&

&&

&

&&

&
を得ます。 


