
KINOUSOUZOU 2010, 4/14, 0915-1045, 3-348 

 -1-

第 1 回      変分法 

これまで学習したニュートン力学 amF rr
= を使えば、微分方程式（＝数学）さえ出来れば

全ての問題が解けます。三体問題以上は、解析解は存在しませんが、数値的に解くことが

出来ます。すなわち、初期位置 ( )0xr と初期速度 ( )0υ
r

さえ与えられれば、微小時間 tδ 経過後

の質点の運動は、 
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のように求まってしまうのです。これを繰り返せば未来永劫の振る舞いがわかります。粒子が

沢山ある場合は、各粒子に番号 i=1, 2, 3…を付けて 
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   但し、 iF
r

は i 番目の粒子に働く力 

と多変数の連立微分方程式になります。これはロボットでもスペースシャトルでも回転寿司で

も全く同じに適用できます。しかし、適用できない場合が三つあります。 

1. 粒子の数がとてつもなく多い場合 

2. 粒子がとてつもなく小さい場合 

3. 粒子の速度がとてつもなく速い場合 

自分には関係ない話だと思われるかも知れませんが、そうでもありません。現代社会を支

える、金属、半導体の中の電子は 1 と 2 にあてはまりますし、光通信やレーザーに登場する

光子は 3 です。光を操作したり検知するデバイスを作るには 1-3 の全てが必要です。それか

ら、未だに殆ど解明されていない現象の代表例として、摩擦があります。表面がつるつるして

いれば良いかと言うとそうではなく、原子レベルで平坦な金属を貼り合わせると滑るどころか

くっついて離れません。これを理解するのにも 1 と 2 が必要です。エンジンやショックアブソ

( )xFF rrr
= であり、座標の関数

になっているので、二つの式

は絡みあっています。 
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ーバを支える気体の性質も、これまで習ったのは頭ごなしに与えられた「ボイルシャルルの

法則」だけで、どうして、温度を上げると比例して体積が増えるのかは知らないままです。 

今現在、一般社会で注目されている新製品なるものはそのほとんどがアイディアが産み

だされてからおよそ十年以上の年月が経ています。みなさんが大学院から社会に出て、訓

練期間を経て自分のプロジェクトを持つようになるのに最低十年、そして新しいコンセプトの

製品やデバイスを作りだすまでもう十年かかります。そうすると、みなさんが今勉強することは、

20 年後の世界を見据えたものでなければならないことになります。 

この次世代へ向けた概念を理解するために学ばねばならないのは、 

1. 統計力学 

2. 量子力学 

3. 相対論 

の三つです。この講義では特に１と 2 を学ぶための準備＝新しい概念の導入を行います。

たとえば、統計力学では「位相空間」の概念が必要ですし、量子力学ではハミルトニアンが

必須です。 

ちょうど、数学でベクトル空間の概念を学ぶことで世界が大きく広がったのと同じなのです。

皆さんは既に、 

 和が定義出来るものなら何でもかんでもベクトルとみなしてベクトル空間を作って見る  

という訓練を受けて、単なる実空間の矢印だったベクトルの応用範囲が果てしなく広がった

感動を味わっていると思います。解析力学で導入された概念は、量子力学や統計力学で大

いに役立つはずです。 

 

 

 

 新しいコンセプトの例 「ベクトル空間」 
n を正の整数としたとき、関数 tnωsin の和 L+++ tAtAtA ωωω 3sin2sinsin 321

は、「ベクトル空間」を形成します。成分表示は ( )L321 ,, AAA のように定義します。

二つの要素 ( )L321 ,, AAA と ( )L321 ,, BBB の内積を L332211 BABABA ++ と定

義します。 
（⇒実はこれはフーリエ級数になります） 
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1 変分法 

1.1 これは微分法にとても似たものですが、「極値」を求めるのではなく、いわば「極関数」を

求めます。計算方法自体は微分と全く同じです。 

 

 

 

 

1.2 微分と変分 

微分─変数の値をいろいろ変えて、関数が極値を取る x を探す 

変分─関数の形 f をいろいろ変えて、汎関数が極値を取る f を探す 

 汎関数
f u n c t i o n a l

とは「関数の関数」のことですが、大抵は関数を積分した値です。 

1.3 〔例〕二点間を結ぶ最短の曲線 

まず、曲線の長さは ∫∫
=

=

=

=
′+=+=

2

1

2

1

222 1
xx

xx

xx

xx
dxydydxl ですから、 

これが極小となる 0=lδ という条件を調べれば良いわけです。 

ここで、 ( ) ( )[ ] ( )[ ]xyxyxy lll −+≡ δδ  を「変分」と呼びます。 

 見かけ上、定義は微分と全く同じですので、計算も同じです。 

( )xyδ はとても小さな関数です。「小さな」という意味は、x の変域 21 ~ xx でいつでも小さ

いということです。それから、両端で ( )xyδ はゼロとします。 

これは題意が「二点を結ぶ曲線」というのですから当然です。 

 

 

 

x 

( )xf  

どの x が極小か、など値を探すのが微分 
differentiation どの関数かを探すのが変分 

variation 

( )xf1  

( )xf 2  

( )xf3  

x 

( )xyy =

ld  

dx  

dy

( ) ( )xyxy δ+ ＝少しだけずれた関数 
( )xy ＝元の関数 

  ( )xyδ ＝ずれ  
（両端ではゼロとする） x  

2x1x  
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1.4 変分の具体的な計算方法 

( )xyδ は非常に小さいので、 2yy δδ >> ですから、自乗の項を無視します。 
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x
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ここで、Taylor 展開 ( )2
2
111 xOxx ++≈+ を使うと、 
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となります。第一項は、ずらす前の [ ]yl そのものですから、結局、 
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を得ます。さらに部分積分で y′δ を消去すると、 

[ ] [ ] =−+= yyy δδδ lll ∫ ⎟
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となりますが、右辺第一項は、必ず零になります。（∵ ( ) ( ) 021 == xyxy δδ だから。） 

よって第二項の積分が、任意の関数 ( )xyδ についてゼロにならなければならなくなり、こ

のためには、どうしても積分の中身=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

′+

′
21 y

y
dx
d

が、恒等的にゼロとなります。 

これを積分して、 C
y

y
=

′+

′
21

を整理すれば、 ( )222 1 yCy ′+=′ となり、結局、 

43421
a

C
Cy

≡

−
=′ 2

2

1
=const., で、 baxy +=  を得ます。 

 

 

1−  0  

x

xy 2
11+=

xy += 1
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1.5 他の例 

等周問題、という算数の問題から、懸垂曲線(カテナリー)、サイクロイド、弾性曲線、、、

など、力学の問題から、カノニカル分布、波動関数など統計力学、量子力学まで幅広く

使われます。工学から理学までいろいろなところで顔を出し、頼りになる手法です。 

 



KINOUSOUZOU 2010, 4/14, 0915-1045, 3-348 

 -7-

1.6 ≪余談≫ 未定乗数法 

これも変分法と並んで、工学・理学ともに使われることの多い手法です。 

【束縛条件があるときの関数の極値の求め方】 

0),,,( =Lzyxg の束縛条件下で、 ),,,( Lzyxf を極小(極大)にするには、 

新しい関数 ),,,(),,,(),,,,( LLL zyxgpzyxfpzyxF ⋅+≡ を、 

新しい変数 ),,,,( pzyx L について極小(極大)にすれば良い 

というレシピです。 

もし、束縛条件が二つあるならば、変数 p を二つに p, q, ... と増やして、 

新しい関数 hqgpfqpzyxF ⋅+⋅+≡),,,,,( L を、 

新しい変数 ),,,,,( qpzyx L についての極地を求めればよいのです。 

1.7 束縛条件 0)( =xg r
の意味 

まず、 0)( =xg r
という条件は一般に「多次元空間空間」での曲面を指定しています。 

 空間が二次元（平面）ならば曲線、例） 02 =−+ yx , 0422 =−+ yx  

 3 次元なら曲面、例） 01 =−++ zyx , 01222 =−++ zyx  

 四次元以上は超曲面と呼びます。 

1.8 イメージをつかむための具体例 

二次元平面上(x, y)で、束縛条件 1+= xy を指定して、関数 ( ) )exp( 22 yx +−α を最大

にする点を探して見ましょう。 

まず、束縛条件は 01),( =−−≡ xyyxg 、関数は )( 22

),( yxeyxf +−= α と書けます。 

ラグランジュの方法に素直に従えば、新しいパラメタ z を導入して 

)1(),,( )( 22

−−⋅+= +− xyzezyxF yxα を無条件に最小にすればよく、 
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閉曲線 g (x,y)=0 上を

動く質点はどこで安定

に止まるか？ 
 
答え 
力のベクトルが、法線

と平行になるところ。あ

るいは、接線と垂直に

なるところ、と言っても

同じ。 

＝〔二次元空間のポテンシャル〕

 y 

 x 

f (x,y) 

g (x,y)=0 で与えられる閉曲線

 g∇ ＝〔閉曲線の法線〕 

 ( )y
f

x
ff ∂

∂
∂
∂=∇− , ＝質点にかかる力 

 (x, y) 

zxe yx
x
F −−= +−

∂
∂ )( 22

2 αα , zye yx
y
F +−= +−

∂
∂ )( 22

2 αα , 1−−=∂
∂ xyz
F  

0)( )( 22

=+∴ +− yxeyx αα  (1 項と 2 項の和より) 

ですから、 0121)( =−=−−− yyy 、すなわち、y= 1/2, x= −1/2 を得ます。 

1.9 どうしてこんな方法を使うのか 

数学の得意な人は、なんだつまらん方法だ。そんなことをしなくとも、、、と思われたこと

でしょう。束縛条件が「簡単」な場合には、直接束縛条件の方程式を解いて、いくつか

の変数を消去して一変数問題に持ち込めばよいのですから。しかし、もし、束縛条件が

複雑だったらどうでしょうか。たとえば、5 次方程式だったら? 未定定数法はそんな場合

でも使えるのです。 

1.10 どうしてこの方法で束縛条件を取り込めるか 

厳密な証明は数学の本を読んで貰うこととして、物理屋の直感に訴えかける説明をする

ことにします。F を無条件に最大にする際に、偏微分を使いましたが、これは 

 
( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==
∂
∂

=+∇=∇

0

0

gF
gfF

λ

λ
   

ということですから、一番目の条件は二つのベクトルが平行になる条件です。二番目の

条件は単に g=0 と束縛条件そのものです。ここで物理的に関数 f をポテンシャルだと思
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うと、 f∇ は力の働く方向で、曲線 g =0 の方の g∇ は曲線の法線となります（下図）。 

1.11 なぜ g∇ が法線になるか 

まず、 xrは曲面上の点です。ですから ( ) 0=xg r
です。 

曲線上を動く微小なベクトル //xdr を考えます。 

 //の添字は dx が任意ではなく曲線に平行なものに限定されることを示しています。 

すると、右図で xrも //xdx rr
+ も曲線上に乗っています。 

線に大体乗っているということは ( )//xdxg rr
+ 0≈ です。 

  ここで「大体」の意味は //xdr が小さい極限では 0 だということです。 

//xdr が小さいのですから早速テイラー展開して、 

( ) ( ){ ( ) 0//
0

// =+⋅∇+≈+ L
rrrrr xdxgxgxdxg となって、初項は当然ゼロですから、 

ここで問題にするのは第二項もゼロだということです。 

//xdr は面上のベクトルで、それと直交するというのですから確かに g∇ は法線です。 

※ ( ) 0=xg r
が三次元空間内での曲面の場合は、この文の「曲線」をすべて曲面と読み

替えて下さい。 

1.12 力の働く方向が、束縛曲線の法線と一致した時、なにが起きるか 

一匹のサルが束縛曲線 ( ) 0=xg r
につかまりながら、ポテンシャル空間 ( )xf r

内をするす

ると滑って行く様子を想像してみましょう。サルは、力の働く方向 ( )xf r
∇− が、曲線の接

線に垂直(すなわち、法線 ( )xg r
∇ と平行)となった所で止まりますよね。 ( )xf r

∇− がどちら

かに傾いていれば、必ずそちらへ動きます。 

うまい説明だと思うのですが、、。 

（注）ジェットコースターは三次元空間内の“曲線”なので、束縛条件が二つ必要。 

f∇
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( ) ( ) ( ) ( )rgrfrUrF rrrr μλμλ ++=,, を微分して、 0=∇+∇+∇ gfU μλ  

2 懸垂曲線 

自明な例ではつまらないでしょうから他にもやります。 

懸垂曲線とは柔らかいひもを二点間につりさげた場合の曲線 p(x)のことです。昔は証明

なしで名前だけ高校の教科書に出ていました。要するに cosh です。ひもですから、長さ

が一定値 L の条件下で、位置エネルギーを最小にします。つまり、 

∫=
L
dsL

0
 の条件でかつ ∫=

L
dssxpE

0
))(( を最小にする、ということです。 

 ただしここで、 2)(1 xpdxds ′+= はひもの微少長さです。 

2.1 変分法と未定乗数法を組み合わせる 

この場合は、単純な変分法だけでは解けません。なぜなら、「長さ一定」という束縛条件

が付くからです。こんな場合に先ほどのラグランジェの未定乗数決定法を使います。 

束縛条件はひもの長さ ∫=
L
dsL

0
です。与えられた長さを L0 とします。 

最小にするのは、エネルギー ∫=
L

dssxpE
0

))(( です。 

2)(1 xpdxds ′+= ですから、 ∫ ′+=
x

dxxpL
0

2)(1 , ∫ ′+=
x

dxxpxpE
0

2)(1)(  

となります。 

よって、新しい汎関数 ( ) ( )( )pLLEpF −+= 0, λλ を最小することになります 

  念のため）引数が関数そのものである関数を「汎関数」と言います。 

   p が sinx だったり x2 だったりするわけです 

∫∫ ′+−′+=
xx

dxxpdxxpxpF
0

2

0

2 )(1)(1)( λδδδ = ∫ ′+−
x

dxpp
0

21)( λδ  

= ∫ ′+−+′+
x

dxpppp
0

22 1)(1 δλδ  
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= ∫ −′+′−′+′+
x

dxpppppp
0

2122 )1()(1 λδδ  

第二項目を部分積分して p′δ を消してやると、 

 部分積分： ( ) ( ) ( )∫∫ ′′−⋅=′ 000

0
0

00

xxx
dxppdxp L

43421
LL δδδ  

= { }∫ −−− ′+′′′−+′+′′−−′+′−′+
x

ppppppppppp
0

232221221222 )1()()1()()1(1 λλδ  

= { } 232222222

0
)1()()1()()1()1( −′+′′′−+′+′′−−′+′−′+∫ ppppppppppp

x
λλδ  

 第１，２項 と、 第３，４項をそれぞれまとめて、、、 

= { } 2322

0
)1()()1( −′+′′−−′+∫ ppppp

x
λδ  

少し疲れてきましたが、結局、分子 = ( )ppp ′′−−′+ λ21  となり、 

これが０にならねばなりません。この解は cosh です。 

2.2 解を代入して確める 

実際、 cbaxbp +−⋅= ))(cosh( とおけば、 

))(sinh( baxp −=′ , bbaxp ))(cosh( −=′′   

となりますから、ちょっとした計算の結果、 

21 pppp ′+′′−′′− λ = 22 sinhcoshcoshcosh1 +⋅+⋅+− bbc λ = cosh/)( ⋅+ bc λ  

を得ます。これは、定数λ=−c ととればゼロです。 

2.3 普通に解く(別解) 

( )ppp ′′+=′+ λ21 より、 ( ) 21
1

p
p

p ′+
′′

=
+ λ

で、両辺に p′を乗じて ( ) 21 p
pp

p
p

′+
′′′

=
+
′
λ

 

と積分できる形になった。 

3 もうひとつの変分の例 

質点が最速ですべり落ちる「サイクロイド曲線」を導きます。 

a 

c 
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関数を ( )xf− として、 0~0 xx = まで滑るとする。エネルギー保存則から、 

( )xmgfmvE −=
2

2

です。 

初速度ゼロとすると ( )
321

0

2
2
1 000 mgfmE −⋅== なので、 ( ) ( )xmgffxm

−′+= 2
2

1
2

0
&

 

また、速度υr は曲線に沿ってのものなのでその絶対値は、 

 222222 1 fxxfxyx ′+=′+=+= &&&&&υ  となります。 

よってエネルギー保存則は ( ) ( )xgffx 21 22 =′+&  と変形されます。 

3.1 最小の所要時間を求める 

所要時間を求めるのですから、強制的に
dx
dt =…の形にして dx で積分します 

時間は x&にだけ入っているので、
( )
( )21

2
xf
xgf

dt
dx

′+
=∴  

逆数を取って積分すると、 0~0 xx = まで移動する所要時間 T が 

∫∫
′+

== 00

0

2

0

1
2
1 xx

dx
f
f

g
dxT  と求まります。 

この T [ f ]が、どういう曲線 f によって極小になるか調べれば良いのです。 

3.2 T の変分を取る 

[ ] [ ] =−+ fTffT δ ( )
∫

′+−′′
′+

= 0

0 2

2

2
12

12
1

2
1 x

f
fffff

f
fdx

g
T δδδ =0 

( )∫
′+

−
′+

′′
= 0

0 3

2

2

1
1

2
2
1 x

f
f

f
ff
ffdx

g
δδ  

となります。 

 
( )xf

( ) ( )xfxf δ+  

( ) 00 =fδ  

( ) 00 =xfδ

0x

( )0f

( )0xf
0
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3.3 部分積分で f ′δ を消す 

与式には fδ と f ′δ が入っています。 

変数を一つにして、 fδ∀ に対して、 [ ] 00

0
=⋅∫

x
ffGdx δ という形に持って行きたいので、 

第一項を部分積分して f ′δ を消します。 

 第一項

( ) ( )
( )

( )∫ ′+
′+

′′′+′+′′
−′+′′

−
−= 0

0 2

2

3
2

1
12

21

2
20

x
f

ff
ff

fffffffff

dx
g

δ  

  ( ) ( )
( )( )∫ ′+

′′′+′+′′−′+′′
−= 0

0 232

32

1
2212 x

f
ff

fffffffffdx
g

δ  

  ( )( )∫ ′+

′′′−′−′−′′′+′′
−= 0

0 232

24
2
12

2
12

1
2 x

f
ff

ffffffffffdx
g

δ  

  ( )( )∫ ′+

′−′−′′
−= 0

0 232

4
2
12

2
1

1
2 x

f
ff

ffffxd
g

δ   — (I) 

 第二項(そのまま転記) ∫
′+

−= 0

0 3

21
2
1 x

f
f
fdx

g
δ  

 分母と係数を第一項と揃えて、 

  ( )
( )( )∫ ′+

′+
−= 0

0 232

22
2
1

1
1

2
2 x

f
ff
fdx

g
δ ( )( )∫ ′+

′+′+
−= 0

0 232

4
2
12

2
1

1
2 x

f
ff

ffdx
g

δ  — (II) 

以上の二つ(I), (II)をたし合わせると、 
( )( )∫ ′+

+′+′′
−= 0

0 232
2
12

2
1

1
2 x

f
ff

fff
dx

g
T δδ  

任意の微小な関数 ( )xfδ について、 0=Tδ というのが変分原理ですから、 

02
12

2
1 =+′+′′ fff  を得ます。 

これで変分は終わりです。 
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3.4 二階微分方程式を解く 

二階微分方程式に決まった解き方はありません（一階微分方程式にはあるのです！）。 

まず、 [ ] [ ] 0=′+′′′ ffff だけの項だけの項 のように出来ないか考えます。 

もし出来たら積分できる（たまたまです）からです。 

そこでまず、 02
12

2
1 =+′+′′ fff を 

 f で割って、 012
2

=
+′

+′′
f

ff  

 12 +′f で割って、 01
1

2
2 =+′′⋅

+′ f
f

f
 

となりますが、これで第一項は OK だけれど、第二項に f ′ が足りません。 

そこで全体に f ′ をかけてやれば、 

 0
1

2
2 =

′
+′′⋅

+′
′

f
ff

f
f  

となって目的通りの式になります。これを不定積分すれば、 

Cdx
f
fdxf

f
f

=
′

+′′
+′
′

∫∫ 1
2

2  となりますが、 dfdxf =′ や、 fddxf ′=′′ に注意すれば、 

C
f

df
f

fdf
=+

+′
′′

∫∫ 1
2

2 を得ます。 

さらに ( ) dgfdfdf ≡′=′′ 22 などを思い出せば、 C
f

df
g
dg

=+
+ ∫∫ 1

となり、 

これは積分可能なので、積分してしまって、 

( ) ( ) ( )( ) Cfffg =⋅+′=++ 1loglog1log 2  

対数を外して、 

f
Cf 12 1 =+′  ；但し、 CeC ≡1 と置きました。単なる書き換えです。 
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f
fCf −

=′∴ 1  

これは一階微分方程式なので「必ず」解けます。 

3.5 一回微分方程式を解く 

L=≡
′ df

dx
f
1

の形にして、無理やり f で積分するのです。 

つまり、
fC

f
df
dx

−
=

1

を、f で積分して、 ∫ −
=

fC
fdfx

1

です。 

これで解けました。というか、物理では、「これで微分方程式が解けた」と言います。 

積分できるかどうかは別問題なのです。 

この場合、幸運なことに積分も簡単に実行できます。 

3.6 積分を実行 

変数変換でθ という変数を導入して、 ( )θcos112
1 += Cf   — (A) 

あとは代入すれば、 

 倍角の公式 
2

cos2cos1 2 θθ =+ などを駆使して、 

 積分変数変換因子 θddf を忘れないようにすれば、 

( )
( )∫ −

+
=

θ
θ

cos1
cos1

12
1

12
1

C
C

dfx ∫ −
+

=
θ
θθ

θ cos1
cos1d

d
df

∫ −
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= θ

θ
θθ dC

cos1
cos1sin

2
1  

∫∫∫ −=⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−= θθθ

θ

θ
θθθ

θ

θ

θ dCdCdC
2

cos

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin

2
2

sin2

2
cos2

sin
2

2
1

1

2

2

1

θθ dC ∫
+

−=
2
cos1

1 ( ) BC
++−= θθ sin

2
1   ；但し B は積分定数。 — (B) 

見映えを良くするために
2

1CA −≡ と置けば(A), (B)をまとめて書いて、 
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( )

( ) ( )⎩
⎨
⎧

+−=
++=

1cos
sin

θ
θθ

Axf
BAx

 

を得ます。これはサイクロイド曲線の媒介変数表示です。変数 x の方に、sinθと、裸のθ 

が両方入っているのがポイントで、これで、 

 「廻る分」 と、「転がって平行移動する分」 を表します。 

 

 

 

 

 

 

 

A 

B θ 


